NMSA334: cviceni 10 — proces mnozeni a zaniku, systémy hromadné obsluhy

Obecny proces mnozZeni a zdniku je Markovuv Fetézec se spojitym ¢asem, mnozinou stavia S = Ny
a matici intenzit tvaru
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kde A; > 0 pro j € Ng a p, > 0 pro k € N. Vnofeny fetézec je nerozlozitelny a méa vSechny stavy trvalé
pravé tehdy, kdyz Y oo, Hle B = 00. Za této podminky pak podle véty 9.2 existuje invariantni mira
a je tvaru
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Jestlize Y oo [T, H;\;l < 00, potom lze invariantni miru znormovat na pravdépodobnostni rozdéleni,

a tudiz existuje stacionarni rozdéleni, které je zaroven limitnim rozdélenim.

Do tohoto modelu spadé systém hromadné obsluhy M /M /c s matici intenzit
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Konstanta ¢ udava pocet stanic obsluhy. Pokud je v systému vice zdkaznikt nez c, je obsluhovéano jen ¢
z nich a zbyvajici Cekaji v jedné fronté, kterd muZe byt libovolné dlouhé. Lze pfipustit i ¢ = oo (systém
M/M /o), pak se Zaddna fronta netvoii.

Uvazujeme-li systém hromadné obsluhy s omezenou délkou fronty, pak je mnozina stavi konec¢na.
Tento model je specialnim prikladem obecného procesu mnozeni a zaniku s omezenim na velikost popu-

lace, pro ktery mdme koneénou mnozinu stavt S = {0, ...,n} a matici intenzit tvaru
—Xo Ao 0 0 e 0
mo —atm) M 0 0
0 H2 —(Aa+p2) A2 :

Q=1 . . . . :

0

. . 0 Hn—1 *()\nfl + /Lnfl) )\nfl

0 DY DY 0 Mn —un

kde Ag, ..., Ap—1, ft1, - - -5 b, > 0. Stacionérni rozdéleni existuje a spliuje
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Priiklad 10.1: Pfedpokladejme, Ze prichody tiskovych tloh odesilanych na tiskdrnu tvori Poissontv
proces s intenzitou . Ulohy se fadi do tiskové fronty a jsou zpracovavany jedna po druhé podle po-
fadi prichodu. Doby zpracovani maji exponencialni rozdéleni s intenzitou p, jsou vzajemné nezavislé



a nezavislé na procesu pfichodii loh. Necht X; zna¢i pocet tloh v systému (¢ekajicich i zpracovéva-
nych dohromady) v ¢ase t. Urdete matici intenzit Markovova fetézce {X¢,t > 0}. Zjistéte, kdy existuje
stacionarni rozdéleni a urcete ho. Spoctéte stfedni pocet tloh cekajicich ve fronté v ustaleném provozu.

Piiklad 10.2: Uvazujme stanici obsluhy, kterd mtze obsluhovat soucasné nejvyse dva zékazniky (napf.
dvojité telefonni budka). Pravdépodobnost pfichodu zékaznika v intervalu (¢, ¢ + h] je Ah + o(h). Prav-
dépodobnost, Ze zdkaznik, ktery je v Case t jesté obsluhovan, bude v intervalu (¢,¢ + h| obslouzen, je
wh+ o(h). Zékaznici, ktef{ nemohou byt ihned obslouZeni, se fadi do jediné fronty (mfize byt neomezené
dlouhd). Necht X; znad¢i pocet zakaznikii v systému (obsluhovanych i ve fronté dohromady) v ¢ase t. Na-
piste matici intenzit Markovova Fetézce { Xy, t > 0}. Zjistéte, kdy existuje stacionarni rozdéleni a urcete
ho. Spoctéte stfedni pocet zdkaznikd v systému v ustaleném provozu. Spoctéte stiedni pocet zadkazniki
ve fronté v ustaleném provozu.

Priklad 10.3: Ozna¢me X; pocet pristupt na uréitou webovou stranku v ¢ase t. K pfipojeni nového
uzivatele na stranku dojde v primeéru kazdou minutu. Primérnd doba prohliZeni stranky jednim uzi-
vatelem jsou 3 minuty. Pfedpokladejme, ze doby mezi jednotlivymi pfistupy i doby prohlizeni stranky
jsou nezavislé nahodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim. Najdéte matici intenzit Markovova Fetézce
{X¢,t > 0}. Rozhodnéte, zda existuje stacionarni rozdéleni fetézce { X;, ¢t > 0}. Pokud ano, tak ho urcete.

Priklad 10.4: Kapacita podzemniho parkovisté obchodniho domu je 100 vozt. Na parkovisté ptijizdi viz
v pruméru kazdych 5 minut; je-li obsazeno, vz neceka a odjizdi. Prumérna doba, kterou vaz parkuje,
je jedna hodina. Najdéte limitni rozdéleni poctu vozt na parkovisti, predpokladame-li, Ze doby mezi
ptijezdy na parkovisté i doby parkovani jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim.
Spoctéte stfedni pocet aut na parkovisti v ustdleném provozu.

Priklad 10.5: V holi¢stvi pracuji 3 holi¢i. Kazdy z nich obsluhuje jednoho zékaznika pramérné 10
minut. Do holi¢stvi prichazi v primeéru 12 zédkazniki za hodinu. V pripadé, ze zadny z holi¢t neni volny,
zakaznici ¢ekaji v jediné fronté, pricemz zakaznik, ktery by se musel do fronty zafadit jako ¢tvrty, odchazi
neobslouzen. Predpokladame, Ze doby mezi prichody zakaznikid i doby obsluhy jsou nezavislé nahodné
veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim. Urcete limitni rozdéleni poc¢tu zdkazniki v holi¢stvi (ve fronté
i v obsluze), stfedni pocet zdkaznikl ve fronté a pravdépodobnost, ze zdkaznik odejde neobslouzen.



